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БЛАГОЈ С. ПОПОВ

ПРИЛОГ КОН ГЕОМЕТРИЈАТА НА ТРИАГОЛНИКОТ

При изучувањето на геометриските фигури ние приме- 
иуваме различии методи. Додека се геометриските методи 
неопределени, аналитичките се гломазни, така да се и поред 
својата потполност тешко употребливи. Предноста пак на 
тука употребената векторска метода е таа, што служејки 
се со простиот апарат на векторското сметане, со успех ги 
решава некой од особините на рамните фигури. Предмет на 
оваа работа е да покаже, како со векторскиот метод се 
добиваат некой веќе познати метоички релации при триа- 
голник со директно решаванье, без да се познаваат некой 
други особини и релации, кои би биле за геометрискиот 
метод неопходни.

Во првиот дел на оваа расправа изведуваме некой 
претходно йознати формули потребни за понатамошните 
яресметуваша.

Во другиот дел ги изведуваме метричките релации со 
векторскиот метод. Во истата глава даваме и некой вектор- 
ски релации за положајот на значајните точки во триагол- 
«икот во однос на неговите врвои.

Професорите А. Билимовиќ,  К а р а м а т а  и Т. Анѓе-  
,л и ќ ja прочитаа оваа работа и ми учинија корисни примед- 
<би за које што сум им благодарен.

1. Положајот на една точка во рамнина ќе биде опре
делен по однос на некоја стална точка-пол, со помошта на. 
вектор. Така за точките А х и А 2 (сл. 1) по однос на О ги
имаме вектортие ОА1 и ОАѕ што го определуваат положајот
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на тие точки. За определување на секоја друга точка А,, 
што лежи на правата р, и ja дели во некој познат однос 
отсечката А 1А 2, постапуваме по следниот начин:

\Д<$

А ^ А = к А А %О')'
ИЛИ

од каде што имаме

0% ÖAt + kOAi (2)
\ + к

На релациата (2) може 
да и се даде уште еден облик, 
ако се сгави к = тх -.т2

ОА щОА^+щ (л42 
т, + т2 (*>

Равенката (1) ни претставува истовремено и услов за 
колинеарност на точките А, А ± и кој што услов може 
да се напише и како

О A  = λ0/11 + ιι0^ 2 . 
Зимајќи го во предвид (2) имаме

'λ - 1
i + к ’

(2" )

или собирајќи ги
λ + μ = 1.

λ и μ ни претставуваат произволни параметра што' 
ja задоволуваат релациата (3) имајки ja во предвид (2) 
Обратно, може да се покаже оти (2") претставува услов за 
колинеарност ако е исполнет условот (З)1).

Напоменуваме дека равенката (1) односно (2) ни прет
ставува и равенка на права што мине низ А г и А 2.

!) Да се види на пример:
J. S р i е 1 г е i n, Vektorrechnung, 2. Auf I., 1926, S. 63.
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2. Да ja напишеме косинусната теорема во векторски 
облик. О д  триаголникот ОА1А 2 (сл. 1) имаме

ОАх + А^А2 = ОА2.
Дигајќи на квадрат, добиваме

ÖA* + 20Ах ·Α^ζ  + Â̂ ÂÏ,2 = ОА2 . (4)
3. Една точка Р се наоѓа во рамнината на А, С 

ако постои релацијата

ОР = а 10  А + а2 ОБ + а (5)

и кога е исполнет условот
cq + а2 + а3 = 1. (6)

Ставот го докажуваме со помошта на формулата1)

Ö p ( ( ö A  х О в }  +  ( б в  x Ö c )  +  ( о С х О д ) }  =  О а (о В  х  Ö c ), ( 1 ~>

што дава услов точката Р  да лежи на рамнината низ и С. 
Од (5) и (7) добиваме

icq + α2 + ctg) О А  (oß X Ос) = O A  ( x ОС)

што покажува дека е условот (6) неопходен. Дека е тој 
услов и доволен се уверуваме по следниот начин :

Од (5) и (б) имаме

или
(а̂ ч- ccg + c c g )  О Р *  о с , О А  + cx2Oß + а8ОС 

ctj [оА  — Op ) + α2(θβ -  Ор ) + сс3(оС -  Ор ) = 0.

од каде следува дека трите вектори OB -  ОР, О В - О Р  и
ОС -  ОР се компланарни т. е. точката Р  лежи во рамни
ната на останатите три8).

Да видиме уште какви се значењата на скалариге 
« 1 ,  а 2 ,  а 3 . Трите точки А, В  и С нека ни бидат врвои на

‘) Ј. S p i e l r e i n ,  Vektorrechnung, 2 A ufl., 1926, S. 63.
a) Е д ен  д р у г  д о к а з  на истиот став д а в а  И. Н е н о в ,  С вободна  

Bekuiopu. Сборник на Българскаш а академия на наукит'Ь и 
книга X X X V III-1 . 1942, стр 22.

Годишен Зборник 8
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еден триаголник, а точката Р  произволна точка од рамни- 
ната на триаголникот. Од врвоите повлекуваме права низ Р  
што ги сечат спротивните страни соодветно во В', (сл. 2).

С

Врз основа на (2") и (3) добиваме за и

ОА' = \ОА+(1

или согласно (5)

О А = [λ +  α ,  (1 -  λ)] О А  +  а 2 ( 1  -  λ )  а 3 ( 1  - λ )  ОС . ( 8 )

Но точката А' лежи и на В С  па имаме

ОА' = у.Ъв+{\- μ )  О С ,  (9)

кое упоредено со (8) ни дава

λ = «1
а± -  1 ’ μ

ССо
1 - μ - 1 — αχ’

Со замена на овие вредности во (9) имаме 

ОА' — OB + «3 ОС
0*2 + ССд

или според (1) и (2') го добиваме односот

«а ВА'
сс„

А'С
(10')



О) Прилог кон ге-ометријата -на триаголникот 115

По истиот начин

cxj C'B

“ 2 J e
(10")

cc3 B'A (10"')

Релациите (10'), (10") и (10"') остануваат во сила и кога 
ќе ги замениме векторите со нивните интензитети.

4. Пресечните точки, на висините И, на симетралите на 
страните Ѕ  и на средните линии се на една права и ja 
имаме релацијата1)

Č m = - 2 G S .  (п )
Го земаме триаголникот и во него точките H, G  

и 5 (сл. 3).

Тогаш имаме

Ί κ - Æ Q  + k J f A  О2)
и уште

~GS=UG+kJm
од каде

J 'G  -  W g  + k, f i  А -  =0.

]) B i e b e r b a c h ,  Analytische G eom etrie, 2. Auf!., 1932, S. 53.
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Множејќи скаларно со добивэме

К ~
B 'G -A 'G j-C A

h a -~ča

кое што заменето во (12) дава

— ► —+ I f fQ - Æ Q ] ·  СА
GS = Α Ό  +  — —

СА

По истиот начин ќе имаме

Q H -G A + ~ Ä H

•НА.

G H = G B + B H

(13)

(14)

или по оДземањето на овие две равенки и множењето со 
СА скаларно, добиваме

GB - G A I -C A

А Н -С А

(15)

Значи ние можеме да умножиме произволна величина 
со десната страна на (15), без да се промени нејзината 
вредност.

Така имаме за (14)

GH  = G А+
G В GA ■СА

АН.
А Н · СА

(16)

Како е пак

0 4 = - 2 Æ G  и
од (13) и (16) ja имаме бар ната релација (11).

Ј1

11

5. Да ги определиме cera растојанијата на тежиштето 
до врвоите на еден триаголник и должините на тежишните
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линии. Зимаме произволен триаголник (сл. 3) на кој што му 
ce страните

— > -* 
AB  = с,

-—> -> 
ВС а , Si II -> 

b ,
1 1 1 -> 1 i 11 а 1 = я, 1 ь 1 = ь, \c  1 = c.

Координатите на средиштата на страните А', В', С ' ce 
дадени врз основа на (2) (за случајА=1), по однос на 
произволен пол1) О, со релациите

0 Â '^ B+2 0-c- ,  0 B ' = ° ? - -Ž 0 A , (*)

■ Точката О  лежи на А А ' па имаме

OG  =
2 0 А  + /С [О В + О С

2(1 +к)

Но она лежи и на ВВ', па е

(17)

— ► 2 OB + р ( ОС + О А0(7 = _______LJ_________‘
2(1 + р)

»

Пресекот на овие две прави дава

(18)

р = к = 2,

ко] што вредности заменети во (17) или (18) го даваат 
положајот од тежиштето на АВС

0 G  =
О А + О В +  ОС- _ (19)

Дека и третата тежишна линија мине низ истата точка 
е очигледно од (19], оти таја не зависи од А', В', С .

Релацијата (19) може направо да се добие и од (5), 
заменувајки во (6) вредностите

: «о - _1_ 
3 ·

1) Точката О  не е уцртана
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A k o  зем ем е з а  п ол  е д е н  о  а в р в о и те  на  
АВС , нап р , О = А,ќе имаме о д  (1 9 )

тр и а го л н и к о т

— > — >■ -* -» 
7 7 Î с - Ь  
А 0 - -  3

(20 ')

и а н а л о гн о

ВА л-ВС а - с
в ° -

(2 0 " )

--- > --- > ->· ->
-гг* + b - а
С° -  3 -  3  ■ (2 0 '" )

Дигајќи ги на квадрат (20'), (20") и (20"') и земајќи ja 
во предвид фор,мулата (4), ги добиваме растојанијата на те- 
жиштето до врвоите на триаголникот

Л 0 2 = -1(202 + 2с2- а 2), (21')

B G s = ^ - ( 2 c 2 + 2a2 - b 2), (21")

C G 2 = (2α2 + 2ό2 -  с2), (21'")

собрани даваат

; A G 2 + BG 24-C G 2 = - -̂(α2 + 62 + с2). (22)

Во овој случај (кога е О н /l) имаме од (*)

и врз основа на (20')

A A '- ^ - A Q

или по дигањето на квадрат, добиваме за должината на 
тежишната линија

A A ,2 = 4 r ( 2 b 2 +  2 r - a > ) (23 ')

i
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и аналогно

В В '2 = -Š (2с2 + 2 Ь2) (2 3» )

С С 2 = ̂  (2а2 + 2 -  с2) . (23»')

Р a pe l i  er ги изведува1) истит$ формули со помош на 
векторскиот метод искористувајќи ja релацијата на St ewar t .

6. Го земаме, истиот триаголник и ги повлекуваме симе
тралите на страните. Со А', В ', С' ги означуваме пресечните 
точки на симетралите со соодветните страни (сл. 3).

Од условот за нормалност помеѓу AB  и S C ' следува 

SC  -Æ B-  О
од каде имаме

ЅЛ2= ЅС 2 (24')
-----> -----»

и по истиот начин за ВС  и SÆ
SC2= Sß 2. (24")

За SB ' ке имаме врз основа на (2) (за случај Æ = l)

Т В ' = Š C + CB' =

Множејќи ja скаларно со СА добиваме, имајки предвид 
С/Ѓ - Ä 4 -"ŠC

S&-~ČA  = ^ - (š š 2- Š Č 2) = 0. (24"')

Од (24')·, (24"), (24'"> излегува дека се сечат сите три 
симетрали во една точка и дека е S  на еднакво растојание 
од А, В и С.

Да го побараме растојанието на тежиштето О  до 
пресекот на симетралите S.

Формулата (19) за Q s S  ни дава

3SG = M  + S B ~ 1 C .

.i) Q. P a p e l t e r ,  Exercices de géométrie l, 1947, p. 31
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Страните на триаголникот пак се дадени со

A B  = SB  - S A ,

В С -  S C - S B ,

Έ α - Υ λ - s c .

Kora ќе ги подигнеме на квадрат и собериме задните 
четири равенки, добиваме1)

9 SG2 + Aß2 + ßC2 + СЛ2 = 3(5Л 2 + 2 + Ѕ С 2) . (25)
Како е пак

S A 2 = S B 2 = S C 2 = R 2,

то имаме за баранато растојание

Š Q 2 = R 2- - j ( a 2 + b-+ c2) .  (26)

Формулата (26) може и направо да се добие дигајќи 
ja на квадрат равенката

SG  -  SA  + A G

и зимајќи ja во предвид (20'), имаме

«Aß + АС
SG2 = SA 2 + АО + 2 S

* u

Како е од друга страна според (4)

- с2,

2 S A - ~ Ä C -  -  b2,

(27)

(280

(28")

по замената во (27) добиваме (26). Вредноста за 2 
ja зимаме од (21').

7. Во триаголникот АВС  (сл. 3) подножјата на висини- 
те нека бидат А х , Вг, Сх а нивниот пресек И.

За да го определиме векторот на положајот, ќе ce 
послужиме со реладијата (5). Најнапред да ги пресметаме 
вредностите на ах, а2, а3,

!) С. Lai sa  nt, Introduction à la méthode des 1881, p. 53
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Според формулата (4) имаме

A B 2 = CB2 + АС2 -  2 Cß ' CA

Како e пак

CB · CA ~ CB
.ке имаме

A B 2-  C ß2 + АС 2-  · C A ,.

По истиот начин ќе добиеме
— >

AC2 = AB2 + BC2

Од (29) и» (30) добиваме соодветно

(29)

(30)

CA, =

A ß

CB_^_ÆC_2_AB_
2 CB

J b 2 + b č 2 - a c 2
2 C ß

или по разделување
A ß  А ^  + ВС̂АС2 с2+д2-  62 

СА,СВ2 + АС г - М 2 с2'

Но добиениот однос е точно односот (10') па

ач а 2 +  Ь2 -

За од носите (10") и (10"') ќе лобиеме аналогно
сха Ь2 с2
а3” Ь2 ’

а2 с2 + 2
а, с2 + -  Ь2 '

Од задните три односа добиваме

имаме

(ЗГ)

(31")

(31'")

сс, а , аэ
1 1 1

Ь2 + с2 - а2 а2 -*- с2 -  Ь2 + Ь2 —
1 (32)
1

Ь2 + с2 а * 1 +  с2 -Ь2 + Ь2 — с2
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За (5) добиваме во овој случај

ОА OB OC
~ o fi 6̂  + с2- а 2 + ß2 + c2- 6 2 + g2 + 62- c 2 (зз^

b2 + с2- а 2 + а2 + с2-  Ь2 а2 + Ь2 с2
Ако се вн^сат место страните, соодвенике агли, то врз 

основа на
tg С _  а2 + с2 - а , 
tg В а2 + Ь2 - с 2 а2

и аналогните два односа, имаме за (32)
а, а , а8 1

tg Л tg В  tg С tg/l + tgß + tg С 
a (33) добива вид1)

~ O A \g A -  OB tg B  + OC tg СOH = tg^ + tgß + tg С

(34)

(35)

Ако за О земеме еден од врвоите на АВС  ќе имаме 
од (33)

А Н  = (Ь2 + с2-  а2) [(с2 + С2 — с2) Aß + ( +с2-  62)Т с ]  к (36') 

и исто така

ВН  = (с2 + а2 -  ô2) [(è2 + с2 -  а ) + а2 -  с2)Тм]

СИ  = (а2 + ô2 -  с2) [ (с2 + а2 -  62) G4 + (<:2 + ô2-  k  (36'")

каде к има вредност

= (а2 + Ь2-  с2) (а2 + с2 -  62) + fa2 с2 -  b2)  (с2+ ô2 -  +

+

Растојанието помету пресекот на висините Н  и тежиш- 
тето Q, како и од Ндо пресекот на симетралите на стра-

') И. Ц е н  о в. Свободни век (С борник на Б ългарската  
академия на наукитЬ и и скуствата), кн. XXXVIII—1, 1942, стр. 34.
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ните 5 ќе го најдеме со помошта на Ојлеровата релација 
ПО· Дигајќи ja на квадрат и земајќи во превид (26) имаме

О Яг = 4/?2--^-(а2 + й2 + с0 (37)

H S2= 9 R2- ( a 2 + b* + c2) . (33)
8. Сега во триаголникот АВС  (ел. 4) нека ги повле- 

чеме симетралите на аглите и пресечните точки со спротив- 
ните страни да ги означимн со А', В', С . Да ги побараме 
растојанијата на 0 ' до А, В, С.

А

Ги зимаме уште значењата за странате од § 5.

|Л#|  = | с |=с ;  | ßC |  = |c|  = c; |СЛ|  = |б| = 1
Врз основа на ( 2)  ќе имаме

J C  + кА В
А А' = - 1 +к

(39)

Но векторот Л Л' лежи и на бисёктрисата на агалот
помеѓу A B  и СЛ па имаме

х \А В \СЛГ
(40)

к и п претставуваат произволни скалари.
Со изедначувањето на овие две вредности добиваме

A B п
1 + к 2~ \ +

п 1
2 b 1 + k = 0 .
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--- > ----У
Бидејки се пак A B  и СА линеарно независни имаме

к = п = -2 Ьс
с '

Со замена во (39) добиваме

- сСААА Ь + с

и аналогно

ÿ _ с В С  -
с + а  ’ВВ’ =

СС' = яСЛ - ь  ВС  
а + Ь

(41)

(42')

(42")

(42")

Точката 0 ' ќе ja добиеме како пресек на симетралите 
А А ' и В В '.

Ќе имаме >

A Ö  = A А'

■ Sn В В' + .
(43)

Земајќи во предвид (42') и добиваме
b + с

Sl ~ а + Ъ + с’ Ss~

Заменувајќи во (43) имаме

l g  . M g z i f g d
a + b + c

По истиот начин наоѓаме

g d _ c b Ç ~ a A B  
a + b+ c

а С А -Ъ В С  
С 0 ~ a + b + c  '

(45')

(45")

(45'")



(17) Прилог кон геометријата на триаголнякот. 125

Подигнати на квадрат АО', ВО' и СО' ни 
растојанијата на О' до врвоите А, В и С

ги даваат

л а ‘ - Ьс(рр - а\ (46')

ш (4У0

„ a b ( p - c )  
СО'* 2-  р , (46'")

каде со р сме го означили скаларат а + Ь + с. 
Собрани равенките (46) ни даваат

АО'2 + ВО'2 + Ç0’2 - 12 (47)
Растојанието на G  до О' ќе го добиеме кога ќе ги 

земеме во предв^д (25) (за случај 5 = 0') и (46)

OG,2**-^-(ab + bc + ac)- (α2 + 62 + c“) 4 (4g)

Векторот на положајат на 0 ' по однос на произвола 
точка О ќе го добиеме врз основа на (5). Соодвените вред
ности на о,, сс2, а3 земајќи во предвид (10) и (41) се

a, a ос, b а 
а 2 b’ а$ с ’ (49)

или
а, а, а , 1 

а -  b ~ с

Тогаш fće имаме“)

- fijt я О А +ЬОВ + с О(5 1 )
. α + ô + c

Формулите (45) можат да бидат разгледани cera како 
специјални случаи на (51) кога за О земаме едноподруго
А, В, С.

!) R h г се скалари, чиј в р ед н о си  c e  R=^p>  г=— .
2) B u r a l i - F o r t i  е M a r c o l o n g o ,  Elementi d i  Calcolo vetto- 

riali,  sec o n d a  ed iz io n e , p. 53.

\
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9. Ќе ja изведеме уште релацијата што ни дава расто- 
јание d  помеѓу центарот на опишаниот и центарот на 
впишаниот круг.

Релацијата ^О ' = АО'-  A S  (сл. 4) по дигањето на 
квадрат не доведува до

SO '2 = АО '2 + A S2—2 АО' AS . (52)
Земајќи ги во предвид формулите (45) и (28), имаме

2 А О -А Ѕ 2с
а + Ь + с A S -СА

2
ал- b с-A S -A B

bc (c + b) 
a + b + c

и (52) дава1), по замената на АО'2 од (46')
SO '2 = d2 = -  2Л*г

која што ja претставува бараната формула.
!0. Ако во триаголникот АВС  (сл. 5) ги повлечеме 

надворешните бисектриси на аглите и ги побараме нивните 
пресечни точки, ќе имаме согласно (40)

!) A. D e  S a i n t — G e r m a i n ,  Recueil d’exercices su r  la mécanique 
rationnelle,  1926, p. 31 < о в д е к а  ce  и зв ед у в а  истата ф ор м ул а с о  помаш  
яа тео р ем и те на L e i b n i t z  и L a g r a n g e  за  паралелни сили).

Ч
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А О , ( A B

v U ß

и исто така

В 0 , . - г 2Т ѓ Љ .
y ß

Од триаголни<от АВО с имаме

( A B  СА \  г* (

VU ß  \C A l/ V
ВС ι AB  \

[ в с \ Aß Г

(54)

(55)

Имајќи го во предвид АВ  + В С + С Л = 0  добиваме

г, =■ Ьс Го = ас
1

така да (54) и (55) стануваат

A B  + с С А

а + Ь

АОс

ВОс=  -

а + Ь - с

сВС  ̂+ пјАВ 
а + Ь - с

Од триаголникот пак АСОс имаме и

СОс =
аСА - ЬВС

а + Ь - с

(56)

(57) 

(57")

(57'")

Упоредувајќи ги формулите (57) со тие од (45), гле- 
даме Дека истите можат да се добиат од нив со замена на 
с со -  с.Така можеме направо да пишеме имајќи предвид (51 )

ООс- а О А + b OB - сОС
а + Ь -  с /58)

кое лесно се проверува.
У --- У --- У

Дигајќи ги на квадрат АО с , ВОс и СОс , ги добиваме 
формулите што ни ги даваат растојаниата на Ос (центарот 
на однадвор опишаниот круг) до врвоите А, В, С, т е..
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s p - b
AOc = bù p _ c, (59')

— s P ~ a 
B O c = a c p _ c , (59")

C O l- a b p P_ c . (59'")

Растојанието на Ос до G  ке го добиеме од (25) ( = S).
Земајќи ги во предвид (59) добиваме

O j j 2 = - j ( a b -  bc -  а с ) - ~ - ( а  (60)

Една циклична пермутациа во формулите (57), (58), (59) 
и (60) ни лава аналогии формули за останалите два центра. 
Така за (60) имаме

Щ ?  = -£(Ьс- а с - а Ь ) - ^ ( а 2 + Ь2 (60')

Щ Т  = у  (са - ab -  bc)-d- + Ь- + с2) + 4 (60")

Задиите три равенства собрани заедно со (48) ни 
даваат

O G 2 + Ö^G2 + ChG2 + O^G2 = 16tf2 ~ у (а 2 + &2 + с2) 

или, зимајќи во предвид (26), ja имаме релацијата1)

O'G2 + OaG2 + ObCr + OcU2 = 4 +12 (61)
11. Kora ќе ги помножиме (45'") со (57'") добиваме

~СОс*~сб' = аЪ (62)
која што ни дава уште една врска помету растојанијата на 
О' и Ос до врвоите.

Сега можеме да го најдеме и растојанието на О' до Оа 
О ь ,  О с .  Имено од

Έ θ 0 =~СОС-

*) G. D о s  t о г, Distances du centre de grav i té  aux points rem ar
quables du triangle  (A n n a les de m athém atiques, 3_i, sér ie , t. II, 188?, p 270).
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со лигање на квадрат и зимање во предвид формулата 
(62) имаме

m i- аЬсг
и аналогно

Р ( Р - с )

т , -
р ( р - а )

т -  m V
р  ( р  -  ь )

на кој што збирот им дава

О’О а Ш 1  + Ш?г = —  ί —--- I ------  _}. ----- -Ј---
Р \ Р -а Р ^Ь  р

(63')

(63")

(63'")

(64)

12. Р^стојаниата на Ѕ  до Оа, Оь, Ос ќе ги најдеме од

1Ю с~ А О с- A S .
Дигајќи гина квадрат левата и десната страна и замајќи 

ги во предвид (57), (59) и (28) имаме

Ѕ 0 1 - Г . 2 ^ с ) - (65')

и аналогно
(65")

SO l = R l + 2 R rb , (65"')
кои собрани заедно со (53) даваат

Ш 2 + S Ö l + -  12 R2. (66)

Иапомена:  П о врем е на к оректурата и зл езе  книгата:
Ј. К а р а м а т а ,  Комплексан број , Б ео гр а д , Научна 
књига, 1950.
На стр. 108 расправувани се  некой праш ањ а за  ко) 
станува зб о р  во  наш ава расправа, и т о в а  користејк’и 
ги ком плексните бр оеви .

М атематички институт  
при У н и верзи тетот  во  С копје 

октом ври 1949

Годишен Зборник 9



з зо Б. С. П о п о в (22)

Б. а  попов

П Р И Л О Ж Е Н И Е  ГЕ О М Е ТРИ И  Т РЕ У ГО Л Н И К А

(Вывод)

• А втор  показы вает преим ущ ество векторной м етоды , употребл яя  
^ее д л я  в ы в ода  некоторы х известны х м етрических соотнош ений из г ео -  
.м етрии плоскости .

в .  s. P O P O V

C O N TR IB U T IO N  À LA GÉOM ÉTRIE D U  TRIANGLE

(R ésu m é)

1. L e but de ce tte  N o te  e s t  de m ontrer a v ec  quel avan tage on  ç e u t  
appliquer la  m éth od e v ec to r ie lle  à c e  ta in s p ro b lèm es de la  g éo m étr ie  
du triangle. A c e t  e ite t  n o u s partirons de la  re la tio n

О Р ^ ^ О А + ^ О В  + ^ О С  0 )
én  d ésign an t par O  l’orig in e, par P  un p o in t q u elco n q u e du plan du 
tr ian gle  A B C , et par au  cc2 e t <x3 tro is  quantités sc a la ir e s , t e l le s  que

«i+cc14-a3= l, (2
c. à d. le s  co o r d o n n é e s  tr ian gu la ires du p o ?nt P  par rapport au tr ian g le  
de b a se  ABC.  II e s t  connu (voir S p i e l  r e i n  { l ,  p. 63}) que

----y ----y
аз : ax =  A C  : C B

α3:α ,=~ВА':3)

Οι : a3 =  CB' : B'A

où  A \  B ' e t C  d ésig n en t resp ec tiv em en t le s  p o in ts  d’in tersec tio n  de la 
droite  A P  a v ec  le  c ô té  o p p o sé  B C , etc. (vo ir tig. 2).

2. En prenant pour P  le cen tre  de gravité  G  du tr ian g le  ABC,  il 
s ’en su it, d’a p rès (1), (2) e t (3), que

a1 = a2 = cĉ = 1/3, 
et

3 Ö O = O A + O B + Ö C ,  (4)

c. à d. en  d ép laçan t l ’orig in e au p o in t A,

AG=y (AB+AQ.
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On en déduit, en  ten an t co m p te  de

e t  en  é lev a n t au carré c e s  deux re la  io n s , que  

Л 0 2 - - ^ - ( 2 6 2 +- 2 с? -  a*).

ayant p o sé

a = \~BC\, b = \CA\, c = \~ÂBl
Par perm utations c ircu la ires, Гоп en  déduit le s  fo rm u les a n a lo g u es  

pour B U 2 e t  C G 2, qui a d d itio n n ées donnent

ÂG2+ B G 2+  ČG2= y  (а * + Р + сђ .

E tant don n é que

2 J a = 3  AG,
il s ’en su it que le  carré de la  m éd ianne A A  e s t  donné par 

ЛЛ '2= ( 2  ôs+ 2  c8 -  a s) .

3. En dép laçant l’or ig in e  O  au  cen tre  S  du c e r c le  c irc o n scr it au  
tr ia n g le  ABC,  on  aura, d’ap rès 4), que

3 S G  =  ̂ - f - 5 ß + S C .

En tenant co m p te  d e s  re la tio n s

AB  =  SB -  S A ,

BC ■ S C  -~SB,

A C  =  SA -  S ~ ,

pu is en  additionnant c e s  q uatres d ern ières re la tio n s , ap rès le s  avo ir  
é lé v é e s  au carré, Гоп en  déduit ^voir L a i s a  n t  {2, p. 50})

9 ^ Ч Л Ѕ 2+ 5 С 2+ С Л 2 =  3 (Ѕ Л 2+ Ѕ В 2+ 5 С 2), (5)
c  à d

Š Q 2 =  tf2 - ^ - ( a 4 - 0 4 - c 2 ,  (6)

o ii Гоп a p o sé

I ~SA I =  ^SB I =  I S ? |  .

4. En prenant dans le s  fo rm u les (1), (2), e t 3 , pour le  po in t P  
l ’o rth ocen tre H  du tr ian g le  A B C , é tan t donné que Гоп a dans ce  ca s

a3 : a2 - (a2 + c2- b2) : Ka2-t b2 -  c2j, 
ai : a3 = ( û2—c2) : (b2-\-c2 — a2), 
аз : aj = (e2+ b2 - a2) : {c2+ a2 -  b2),

9*
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с. à  d

= 1 :

il s 5en su it que

.___1___
Œl * b2+ c 2—az

1
~a 2 ' a 2+ c 2 - b 2= 

1
a * : a 2+ b 2 - c 2= 

1
b2~\-c2 — û2-\-c2 — b2 û2-hb2—c2 j f

1 1

OH* .(__Q d _ + —
\ b 2 + c2- a 2 a1

OB
-f c2-  ô2

OC

+

1 s + - , .„  « X - 1
a 2-h^72 —c 2 / ' b2+ c 2 - a 2 a 2 jr C 2— b2 a 2- f £ 2— c 2

En tenant co m p te  d és  re la t io n s  entre le s  c ô te s  et le s  a n g le s  d’un 
tr ian g le , on  aura

a, a, a» 1
tg  A~~tg B ~ t g  C - t g A + t g B + t g C ’ 

e t d’o ù  Гоп déduit que

ОЯ- OA ig A + O B  tg  B +  O C  tg  C  
tg  Л + t g  B + t g  C

En dép laçant l’orig in e O au p o in t A,  il s ’en su it que

J h  ~ k  (b2+ c 2- a 2 { (a2+ b 2- c2)ÆB ·+·(a2+ c 2 -  62) Л С } ,  

où  Гоп a p o sé  v " ;
f

- î - = f a s+ ô “-c 2 )  (a * + c 2- 6 2)-|-(ûa+ c 3- è 2) (c2+ ô 2 - a 2) + ( a 2+ ô 2- c 2) (6s+ c 2-  a2) IC
Par pertm utations c ircu la ires Гоп ob tien t le s  form u les a n a lo g u es  pour  

B H  e t  ~CH.
Enfin, en ten an t co m p te  de la re la tio n  d’E u l e r  

G H = 2  S G ,

il s ’ensuit, d’après (6), que

et

G # = 4  R 2 -  -g- { a 2+ b 2 c2)

H S =  9 R 2- ( a 2+ b 2+ c 2)
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* 5. D é s ig n o n s  par S  le  cen tre  du c erc le  in scr it au tr ian g le  A B C .  En
rem plaçant dans le s  fo rm u les (1), (2) et (3) P  par S ', étan t donné que A'  
e s t  dans ce  ca s  le  po in t d ’in ter sec tio n  de la  b is se c tr ic e  de l ’a n g le  en  A  
av ec  le  co té  o p p o sé  B C , on  aura

b A B  — c CAАА'— ь^г—
%

α 1 _  α.8 _  α3 _  *

a b c  a + b + c *

b s ’en su it que (voir B u ra li-F orti e M a r c o  l o n g o ,  p.  53)

a O A  -f* b O B  -\~c O C  
a + b + c

et, en particuleir, lo rsq u ’on  d ép la cé  l’orig in e O  au so m m e t A  du trian
g le , que

b A B  -  c C A  
a + b + c  * (7)

D e ce tte  dern ière re la tio n  Гоп en déduit que

— '2 b c ( p - a )
A b  -  p (8)

où  p  d ésig n e  le  dem iperim ètre du tr ian g le  A B C , e t par p erm u tation s  
c ircu la ires , l ’on  en  déduit le s  re la t io n s  co rresp o n d a n tes  re la tiv es  à B ö 2 
e t C S ' 2 .

D e la  re la tio n  (5), en d ép laçan t S  en S', en  ten an t com p te  de (8), 
Γοα ob tien t pour la  d ista n ce  du cen tre  3 '  du c erc le  in scr it au cen tre  de  
gravité G  la valeur

S ' G P ^ ^ i a b + b c + a č j - ^ i a P + f r + ć * ) - R r .  

Enfin, du fa it que

(9)

55' =ЛЅ' -  A S ,

en é lév a n t ce tte  re la tio n  au carré, e t en tennant co m p te  de

— > — > b c i b + c )
2AS'.AS=

Гоп ob tien t pour d is ta n ce  des cen tres  du cer c le  in scr it et su rco n scr it la  
valeur

Š Š ,2 =  R ( R - 2 r ) ,

r  étant le ra y o n  du c e r c le  inscrit.
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6. En d ésign an t par S a , S b , S c le s  cen tres d es  c e r c le s  exinscrits  
o p p o s é s  aux so m m e ts  A ,  B  e t C, l ’on  o b tien t par des co n sid éra tio n s  
sem b la b le s  le s  re la tio n s

— a O A + b O B - c O C
OSc'--------5+ b~-->

e t

— b AB  4- cCA 
A S c =  đ+6_c

A S c *  =  bc
P - b  
p - c 9

( Ю )

a in s i que le s  fo rm u les a n a lo g u e s  re la tiv es  aux cen tres S a  et S b .
L es d is ta n ces  du cen tre  de gravité aux cen tres S a , S a  et 5 c  so n t  

d o n n é e s  par d es  fo rm u les  a n a lo g u e s  à la form u le  (9).
Enfin, en  m ultip liant (7) et (10), l ’on  o b tien t

A S c  - A S '  = b cy

d’où l’on  déduit, en  tenant co m p te  de la rela tion

’s ' S c  = C 5c -  ~ C S '9

pour la d istan ce d es cen tres 5 ' e t S c  la valeur

—-  9 abc2
SSc =pip^cy

Par perm u tation s circu  a ires Гоп ob tien t le s  va leu rs co rresp o n d a n 
te s  pour S ' S a 2 et S ' S b 2 qui a d d ito n n ées  donnent

S ' S a  4- Ѕ ' S ь 2 4" S f5  2
à _ç_\ 

p \ p - a  p - b  p - c  /'
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